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Arboles generadores minimales

Problema

Dado un grafo conexo G = (V, A) no dirigido y
ponderado con pesos positivos, calcular un subgrafo
conexo T < G que conecte todos los vértices del grafo
G y que la suma de los pesos de las aristas
seleccionadas sea minima.

Solucion

Este subgrafo es necesariamente un arbol: arbol
generador minimal o arbol de recubrimiento minimo
(en inglés, “minimum spanning tree” [MST]).




Arboles generadores minimales

Aplicaciones

= Disefio de redes: redes telefonicas, eléctricas,
hidraulicas, de ordenadores, de carreteras...

p.ej.  Construccidn de redes de minimo coste
Refuerzo de lineas criticas
Identificacion de cuellos de botella
Enrutamiento (evitar ciclos)

= Soluciones aproximadas para problemas NP.
= Algoritmos de agrupamiento (analisis de clusters)

Arboles generadores minimales

Algoritmos greedy para resolver el problema:

= Algoritmo de Kruskal:
Comenzando con T=g, considerar las aristas en orden creciente de
coste y anadir las aristas a T salvo que hacerlo suponga la creacion
de un ciclo.

= Algoritmo de borrado inverso:
Comenzando con T=A, considerar las aristas en orden decreciente
de coste y eliminar las aristas de T salvo que eso desconectase T.

= Algoritmo de Prim:
Comenzando con un nodo raiz arbitrario s, hacer crecer el arbol T
desde s hacia afuera. En cada paso, se afiade al arbol T
el nodo que tenga una arista de menor coste
que lo conecte a otros nodos de T.




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Elementos del algoritmo de Kruskal

= Conjunto de candidatos: Aristas del grafo.
= Funcidn de seleccidon: La arista de menor coste.

= Funcion de factibilidad:
El conjunto de aristas no contiene ningun ciclo.

= Criterio que define lo que es una solucién:
El conjunto de aristas seleccionado conecta todos los
vértices (arbol con n-1 aristas).

= Funcién objetivo: Suma de los costes de las aristas.

Arboles'@énetadores minimales
Algoritmo de Kruskal

funcidén Kruskal( Grafo G(V,A) )

{
set<aristas> C(4);

set<aristas> S; // Solucién inicial vacia

Ordenar (C) ;

while (!'C.empty() && S.size()!=V.size()-1) {
x = C.first () // BArista de menor coste
C.erase (x);
if (!'HayCiclo(S,x)) // éSolucidén factible?
S.insert(x);

}

if (S.size()==V.size()-1)
return S;
else

return “No hay solucién”;




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal
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Afadir la arista crearia un ciclo. La arista forma parte del
arbol generador minimal.

Arboles'@énetadores minimales
Algoritmo de Kruskal




Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal




Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Kruskal
Optimalidad del algoritmo de Kruskal

Teorema:

Demostracion:

Por induccidn sobre el niUmero de aristas que se han
incluido en el arbol generador minimal.




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Optimalidad del algoritmo de Kruskal
Demostracion

Caso base: Sea k; la arista de menor peso en A.
Entonces, existe un AGM tal que k; T,

N/ e A

Suponemos que es cierto para n-1: La (n-1)-ésima arista
incluida por el algoritmo de Kruskal pertenece al AGM.

Demostramos que es cierto para n: La n-ésima arista
incluida por el algoritmo de Kruskal pertenece al AGM.

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Optimalidad del algoritmo de Kruskal
Demostracion
Caso base

Por reduccion al absurdo:

Sea k, la arista de menor peso en A.

Supongamos un AGM T’ que no incluye a k;.

Consideremos T'Uk; con peso(T'Uk;) = peso(T') + peso(k;).
En T'Uk, aparece un ciclo (¢por qué?), pero si eliminamos
cualquier arista del ciclo (x), distinta de k;, obtenemos un arbol
T*=T'+k,-x con peso(T*) = peso(T") + peso(k;) — peso(x).
Por tanto, como peso(k;) < peso(x),

deducimos que peso(T*) < peso(T"). Contradiccidn.




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Optimalidad del algoritmo de Kruskal
Demostracion
Induccidn

Por reduccion al absurdo:

Supongamos un AGM T' que incluye a {k,..., k,.;} pero no
incluye a k.

Consideremos T'Uk, con peso(T'Uk,) = peso(T") + peso(k,).
Aparece un ciclo, que incluira al menos una arista x que NO
pertenece al conjunto de aristas seleccionadas {k, ..., K..;}
Eliminando dicha arista del ciclo, obtenemos un arbol T*=T'+k,-x
con peso(T*) = peso(T') + peso(k,) — peso(x).

Pero peso(k,) < peso(x), por lo que peso(T*) < peso(T").
Contradiccion.

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

funcién Kruskal( Grafo G(V,A) ) // Eficiencia

{
set<aristas> C(4);
set<aristas> S;

Ordenar (C) ; // O(A log A)
while ('C.empty() && S.size()!'=V.size()-1) { // 0(1)
x = C.first(); // 0(1)
C.erase (x); // O(1)
if ('HayCiclo(S,x)) // O(V)
S.insert (x) ; // O(V)
}
if (S.size()==V.size()-1) ()(A“/)
return S;
else

return “No_ hay solucion”;




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Implementacion eficiente del algoritmo de Kruskal
(como combinacion de componentes conexas)

= Se comienza con un conjunto de
n componentes conexas de tamano 1
(cada nodo en una componente conexa).

= La funcién de factibilidad me aceptara la arista de
menor costo que una dos componentes conexas
(para garantizar que no hay ciclos).

= En cada iteracion quedara una componente conexa
menos, por lo que, finalmente, el algoritmo terminara
con una unica componente conexa: el arbol generador
minimal. &

Arboles'géneradores minimales
Algoritmo de Kruskal
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Arboles'generadores minimales
Algoritmo de Kruskal
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Arboles'@énetadores minimales
Algoritmo de Kruskal




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

funcién Kruskal( Grafo G(V,A) )

{
S =O;
Ordenar (A); // Orden creciente de pesos // O(A log A)

for (i=0; i<V.size()-1; i++)

MakeSet (V[i]) ; // 0(1)
while ('A.empty() && S.size() !'=V.size()-1) {
(u,v) = A.first(); // 0(1)
if (FindSet(u) != FindSet(v)) // O(1)
S =8 U {(u,v)}; // 0(1)
Union (u,v) ; // O(V) 222
}
} *
if (S.size()==V.size()-1) Cuello de botella del algoritmo
return S; <
else

return “No hay solucién”;

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Representacion de conjuntos disjuntos
Estructura de datos "union-find”;
Listas enlazadas de elementos con punteros
hacia el conjunto al que pertenecen

o oo

= MakeSet(): Creacidn del conjunto, O(1).
= FindSet(): Encontrar el conjunto al que pertenece, O(1).

= Union(A,B): “Copia” elementos de A a B haciendo ‘?ng>,>,~'-i}.\ |
que los elementos de A también apunten a B... 02T




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

Representacion de conjuntos disjuntos
Estructura de datos "union-find”: Union(A,B)
¢Cuanto tardan en realizarse las n uniones?

= Analisis del peor caso: O(n?)

I Ininn(S. € ) “rania” 1 alamantn
J111IVI I\Ul, Uzl \.«Ul.llu e GINGTTINGT IV

Union(S,, S;) “copia” 2 elementos.
Union(S,..;, S,,) “copia” n-1 elementos.

= Mejora: Copiar siempre el menor en el mayor.

Peor caso: Un elemento se copia como maximo
log(n) veces, luego n uniones se hacen en O(n log n).

El analisis amortizado de la operacion
nos dice que una unién es de orden O(log n).

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Kruskal

funcidén Kruskal( Grafo G(V,A) )

{
S =O;
Ordenar (A); // Orden creciente de pesos // O(A log A)

for (i=0; i<V.size()-1; i++)

MakeSet (V[i]) ; // 0(1)
while ('A.empty() && S.size() !'=V.size()-1) {
(u,v) = A.first(); // 0(1)
if (FindSet(u) !'= FindSet(v)) // O(1)
S =8 U {(u,v)}; // 0(1)
Union (u,v); // O(log V)
}
} *
if (S.size()==V.size()-1) O(Alog V)
return S; P
else

return “No hay solucién”;




Algoritmo de Prim

Elementos del algoritmo de Prim

= Conjunto de candidatos: Vértices del grafo.

= Funcién de seleccion: El vértice u aln no seleccionado
que se conecte mediante la arista de menor peso a un
vértice v del conjunto de vértices seleccionados.

= Funcién de factibilidad:
El conjunto de aristas no contiene ningun ciclo.

= Criterio que define lo que es una solucién: n-1 aristas.
El conjunto de aristas (u,v) conecta todos los vértices.

= Funcién objetivo: Suma de los costes de las aristas. &

Algoritmo de Prim

En cada iteracion, anadimos la arista de menor coste
que afade un nuevo nodo a nuestro arbol S...




Algoritmo de Prim
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Arboles'generadores minimales
Algoritmo de Prim

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Prim
Optimalidad del algoritmo de Prim

Teorema:
Sean T un AGM de G=(V,A), S c T un subarbol de T y

(11 v) |3 aricta de menor neco conectando los vérticeg
\“,'I 1WA WAl I WA ol 11 Il INVI r-l\-!h-’v Al I waAl TN TN YV Nl Wil

de S con los de V-A. Entonces, (u,v) € T.

Demostracion:

El teorema anterior se puede demostrar facilmente si

tenemos en cuenta que un AGM tiene subestructuras
optimales...




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Prim

Optimalidad del algoritmo de Prim

Teorema: Sea T un AGM y (u,v) una arista de T.
SiT,y T, son los dos arboles que se obtienen al
eliminar la arista (u,v) de T, entonces T, es un AGM
de G;=(V{,A,), Yy T, es un AGM de G, = (V,,A,)

Demostracion:

Por reduccion al absurdo: Si tenemos en cuenta que
peso(T) = peso(u,v) + peso(T,) + peso(T,),

no puede haber arboles generadores minimales mejores
que T, o T,, pues si los hubiese T no seria 6ptimo.

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Prim

Implementacion del algoritmo de Prim

Clave:
Seleccionar eficientemente la arista

aue ce anadira al Arbol aenerador minimal
\1\‘\-— [ A =) Al A Al WAl W1 3“. Nl VAWAN T R REN RN R ENALSR

IvANALL

Solucion:

Utilizar una cola con prioridad en la que tengamos los
vértices asociados al menor coste de una arista que
conecte cada vértice con un vértice que ya forme
parte del AGM (infinito si no existiese dicha arista).




Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Prim

funcién Prim( Grafo G(V,A) )
{
PriorityQueue Q; // Cola con prioridad

foreach (v € V) {
coste[v] = o; padre[v] = NULL; Q.add(v, coste[v]);
}

coste[r] = 0; // Eleccidédn de una raiz r
S =(; // Nodos ya explorados
while (!'Q.empty()) {

u = Q.pop(); // Menor elemento de Q

S =S U {u};
foreach ((u,v)eA incidente en u)
if ((vegS) && (coste(u,v) < coste[v])) {
coste[v] = coste(u,v); // Actualizar “prioridad”

padre[v] u; // Vecino mas cercano de u

}

Resultado: El1 AGM estd almacenado en el vector de padres

Arboles'generadores minimales

Algoritmo de Prim

funcién Prim( Grafo G(V,Aa) )
{
PriorityQueue Q;
foreach (v € V) { // O(V log V)
coste[v] = o; padre[v] = NULL; Q.add(v, coste[v]):
}

coste[r] = 0; // O(log V)

S = O;

while (!Q.empty()) { // V iteraciones
u = Q.pop(); // O(log V)

S =S UV {u};
foreach ((u,v)eA incidente en u) _ Para cada arista del grafo
if ((veS) && (coste(u,v) < coste[v])) { O(Alog V)
coste[v] = coste(u,v); // O(log V)
padre[v] = u; // 0(1)

}

Resultado: El1 AGM estd almacenado en el vector de padres




Algoritmo de Prim

Eficiencia del algoritmo de Prim

O(AlogV + Viog V) =0(Alog V)
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Caminos minimos

Problema

Dado un grafo G ponderado con pesos positivos,
calcular el camino de menor peso existente
entre un vértice s y otro vértice t.

Camino mas corto

9 /'97
s-2-3-5-t

14
30 Coste = 50
9+23+2+ 16

Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra (1959)

Dado un grafo G=(V,A) y un vértice s,
encontrar el camino de costo minimo
para llegar desde s al resto de los vértices en el grafo.

IDEA:

Mantener el conjunto de nodos ya explorados
para los cuales ya hemos determinado el camino

mas corto desde s...




Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra (1959)

= Conjunto de candidatos: Vértices del grafo.

l-ﬂll\lﬂ mmaami s e Ve te

Solucion parcial S: Véi LC’t‘:S a los cuales ya sabemos
llegar usando el camino mas corto (inicialmente &)

= Funcién de seleccidn: Vértice v del conjunto de
candidatos (V\S) que esté mas cerca del vértice s.

Caminos minimos

Propiedades de los caminos minimos

Si d(s,v) es la longitud del camino minimo para ir desde
el vértice s hasta el vértice v, entonces se satisface que

d(s,v) =d(s,u) + d(u,v)




Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra (1959)

= Funcién de seleccidn: Vértice v del conjunto de
candidatos (V\S) que esté mas cerca del vértice s.

Esto es, elegir el vértice v que minimice

7(v) = min d(u)+ d(u,v)

(u,v):ues

w

Caminos minimos




Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra

funcién Dijkstra ( Grafo G(V,A), vértice s )

{

Set S = O; // Vértices ya seleccionados
PriorityQueue Q; // Cola con prioridad
foreach ( veV ) {

d[v] = ow; pred[v] = null; Q.add(v,d[v]):
}

d[s]=0;

while (!'Q.empty()) {
v = Q.pop (); // Seleccién del vértice
S.add(v) ;

foreach ( (v,w)eA incidente en v )
if ( d[w] > d[v] + coste(v,w) ) {
d[w] = d[v] + coste(v,w);
predw] = v;

}

Resultado: Caminos minimos almacenados en el vector pred[]

Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra

funcién Dijkstra ( Grafo G(V,A), vértice s )

{

Set S = ;
PriorityQueue Q;
foreach ( veV ) {
d[v] = ©; pred[v] = null; Q.add(wv,d[v]); // O(log V)
}

d[s]=0; // 0(1)
while (!Q.empty()) {
v = Q.pop ():; // O(log V)
S.add (v) ; // 0O(1)

foreach ( (v,w)eA incidente en v )
if ( d[w] > d[v] + coste(v,w) ) { // 0O(1)
d[w] = d[v] + coste(v,w); // O(log V)
pred[w] = v; // 0O(1)

}

Resultado: Caminos minimos almacenados en el vector pred[]




Caminos minimos

Algoritmo de Dijkstra

funcién Dijkstra ( Grafo G(V,A), vértice s )
{
Set S = &;
PriorityQueue Q;
foreach ( veV ) { // O(V log V)
d[v] = ow; pred[v] = null; Q.add(v,d[v]):
}
d[s]=0;
while (!'Q.empty()) {
v = Q.pop ();
S.add(v) ;
foreach ( (v,w)eA incidente en v )- Para cada arista del grafo
if ( d[w] > d[v] + coste(v,w) ) { O(Alog V)
d[w] = d[v] + coste(v,w);
pred[w] = v;
}
}

Resultado: Caminos minimos almacenados en el vector pred[]

Caminos minimos

S=¢
Q={SIZI3I41516I7It}

distancia al nodo sy o0




Caminos minimos

S={1}
Q={SI213I4I5I6I7It}

%/9/900 23/;{Qw
N
. ooo s

9/11

- S~
\L7 T

Caminos minimos

S={s}
Q={213I415I6I7It}

9 .
l 9/'9 # /€Q°°

~\\\“\\Ji////
\ Pt

I /9/ 11

VA

159

44
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S={s}
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S={s,2}
Q={3I415I6I7It}
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Caminos minimos

S={s,2,6}
Q={3I415I7It}

Caminos minimos

S={s,2,6,7}
Q={3I4151t}




Caminos minimos

S={s,2,67}
Q={314151t}

Caminos minimos

S={s,2,3,67}
Q={4,51t}




Caminos minimos

S={s,2,3,67}
Q={4,51t}

Caminos minimos

S={s23,56,7}
Q={41t}




Caminos minimos

S={s23,56,7}
Q={41t}

Caminos minimos

S={s,23,4,56, 7}
Q=A{t}




Caminos minimos

S={s, 23,456, 7}
Q=A{t}

Caminos minimos

S={SI2I3I4I5I6I7It}
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Caminos minimos

Optimalidad del algoritmo de Dijkstra

Invariante:
Para cada veS, d(v) es la longitud del camino minimo

nara ir decde el vértice ¢ hasta el vértice v
I-IMI A n A Al o ol VW Nl WIN N W/ 1 1WA W WA e ¥ Nl A N |

Nl N




Caminos minimos

Optimalidad del algoritmo de Dijkstra
Demostracion
Por induccion sobre el tamano de S

Caminos minimos

Optimalidad del algoritmo de Dijkstra
Demostracion
Por induccion sobre el tamano de S

e~ aYal=loatalealal Bl alate f\lA-I'\ . —

Induccion: Supongamos que es cierto para iSi =K
= Sea v el siguiente nodo que se anade a S
y (u,v) la arista elegida para conectar S con v.

= El camino mas corto de s a u mas (u,v) es un camino
de s a v de longitud d(v).

= Cualquier otro camino P de s a v sera de longitud
/(P)=d(v) : Sea (x,y) la primera arista de P que
abandona S y P’ el subcamino de s a x. La longitud
de P es mayor que d(v) en cuanto abandona S.

N
V.

\Y%




Caminos minimos

Optimalidad del algoritmo de Dijkstra

Demostracion
FP) 20 (P)+ 0 (xy) 2 )+ (x,y) 2 dly) > d(v)
t t t f
Pesos no Hipétesis Por El alaoritme de
negativos inductiva definicion Dijkstra ;allge

v antes que y
P

Caminos minimos

Implementacion del algoritmo de Dijkstra

La implementacion eficiente del algoritmo de Dijkstra
se basa en el uso de una estructura de datos adecuada:
Una cola con prioridad.

Algorltmo Heap Heap Heap
Y log V n Iogn
v logV nlog, V '°9 v

1 logV  log,V 1
1 1 1 L

Total V2 AlogV  Alog,pV A+ViogV

t Analisis amortizado &8




El problema del coloreo de un grafo

Portugal

El problema del coloreo de un grafo

Problema:

Dado un grafo G=(V,A), se pretende colorear cada
vértice de tal forma que dos vértices adyacentes no
tengan el mismo color.

Objetivo:
Minimizar el nUmero de colores utilizados.
Problema NP

No existe ningun algoritmo eficiente que nos asegure
haber utilizado un nimero minimo de colores.




Heuristicas greedy

El problema del coloreo de un grafo

Teorema de Appel-Hanke (1976): Un grafo plano
requiere a lo sumo 4 colores para colorear sus nodos de
forma que no haya vértices adyacentes del mismo color.

Si el grafo no es plano,
puede requerir tantos colores como vértices haya.

Heuristicas greedy

El problema del coloreo de un grafo

Algoritmo greedy heuristico: O(V)

funcién Coloreo ( Grafo G(V,A) )

{

i=1;
while (grafo no coloreado) {
Elegir un color c;

Colorear todos los vértices que se pueda con c;

a partir de un vértice arbitrario (esto es, todos
los vértices que no sean adyacentes a un vértice
ya coloreado con c;)

i=1i+1;




Heuristicas greedy

El problema del coloreo de un grafo

Algoritmo greedy heuristico:
El orden en que se escojan los nodos es decisivo...
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Solucion optima k) q - 9

Solucion suboptima

Heuristicas greedy

El problema del coloreo de un grafo

Aplicacion: Diseno de los semaforos de un cruce

En un cruce de calles senalamos los D E
sentidos de circulacion. / / 1

Para minimizar el tiempo de espera,
construimos un grafo cuyos vértices

L
<

representan turnos de circulacién y cuyas :

aristas unen los turnos que no pueden /\
realizarse simultaneamente sin que haya B A
colisiones.

El problema del cruce con semaforos se convierte
en un problema de coloreo de los vértices de un grafo.




Heuristicas greedy

El problema del viajante de comercio

Problema:

Dado un grafo G=(V,A), encontrar un camino que
empiece en un vértice v y acabe en ese mismo vértice
pasando una Unica vez por todos los vértices de V

(es decir, un circuito hamiltoniano).

Objetivo:
Obtener el circuito hamiltoniano de coste minimo.
Problema NP

No existe ningun algoritmo eficiente
para resolver el problema del viajante de comercio.

Heuristicas greedy

El problema del viajante de comercio

Heuristica greedy 1: Nodos como candidatos
Escoger, en cada momento, el vértice mas cercano al
ultimo nodo afiadido al circuito (siempre que no se
haya seleccionado previamente y que no cierre el
camino antes de pasar por todos los vértices).

Heuristica greedy 2: Aristas como candidatas
Como en el algoritmo de Kruskal, pero garantizando
que al final se forme un circuito.
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Eficiencia: La del algoritmo de ordenacion que se use. &




Heuristicas greedy

El problema del viajante de comercio

Primera heuristica:
Nodos como candidatos
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Empezando en el nodo 1 Empezando en el nodo 5
Circuito (1,4,5,3,2) Circuito (5,4,3,2,1)
Solucién = 125 Solucién = 140

Heuristicas greedy
El problema del viajante de comercio

Segunda heuristica:
Aristas como candidatas

Circuito: (2,3), (4,5), (3,4), (1,2), (1,5)
Solucion = 10 + 15 + 20 + 45 + 50 = 140




